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Σάςη 

Επίδραςθ εξωτερικϊν δυνάμεων  ςϊμα ςε ιςορροπία   

Συνιςταμζνθ F = 0 (ςτο Ο). 

Υλικό χϊρου γφρω από Ο ςε  εντατική κατάςταςη 

 

Ποιεσ δυνάμεισ αςκοφνται ςτο ςτοιχείο του ςϊματοσ που 

περιβάλλει το Ο ; 

 

     δS =  ςτοιχειϊδθσ επιφάνεια 

      F = ςυνιςταμζνεσ δυνάμεισ που αςκεί το ζνα τμιμα του 

  ςϊματοσ ςτο άλλο 

Οι δυνάμεισ είναι ίςεσ & αντίκετεσ (νόμοσ δράςθσ – αντίδραςθσ) 

Άρα αρκεί θ μελζτθ τθσ μιασ (F) 

F  =  f (προςανατολιςμόσ δS, εμβαδόν δS) 

κοπόσ  : Μελζτθ αιτίου τθσ εντατικήσ κατάςταςησ ςτο Ο ανεξάρτητα τησ S   

 μελετάμε F / μονάδα επιφάνειασ  =  ΣΑΗ  =  ανεξάρτθτθ εμβαδοφ δS. 
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Διάνυςμα Σάςησ 

   ό ηα ν   0
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πάνω ςτθ ΔS 

κάκετθ ςτθ ΔS 

p3        =  κάκετθ ι ορκι ςυνιςτϊςα τάςθσ 

p1, p2    =   διατμθτικζσ ςυνιςτϊςεσ τάςθσ  

   (εφαπτομενικζσ) 

Διάνυςμα τάςθσ ςτο Ο ωσ προσ ΔS : 

p

1 x 

2 x 

3 x 

1 p 

2 p 

3 p 

S  
O 

F 

p 

πάνω ςτθ ΔS 



3 

Σάςη ςε ημείο Φυςικοφ ώματοσ 

Μεταβολή προςανατολιςμοφ ΔS   μεταβολι   

                       μεταβολι p1, p2, p3 

 

Πλήρησ περιγραφή    κακοριςμόσ ςυνιςτωςϊν ωσ προσ  

    κάκε επίπεδο που περνά από το Ο  

  S1    S2    S3 

 

    ↓           ↓          ↓ 
 
3 comp.       3 comp.       3 comp. 
                   

p


κακορίηεται από 9 ςυνιςτϊςεσ 

τανυςτήσ 2ησ τάξησ (32 comp.) 

  

 

p


S1 

S3 

S2 p 

O 



4 

1

2

3

0

0

: 0 0

0

Σ ς ν ιζ η ώ ζ α  δ ύ ν α μ η ρ
lim  

Ε μ β α δ ό ν  S
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Οx1  Οx2  Οx,  δx1=OA,  δx2=OΒ,  δx3=OΓ 

Τετράεδρο ΟΑΒΓ ςε ςτατικι ιςορροπία υπό 

επίδραςθ ροπϊν και δυνάμεων από τθν φλθ 

που το περιβάλλει 

Συμβολιςμόσ : pij 
   i  :  άξονασ κάκετοσ ςτο επίπεδο που αςκείται θ ςυνιςτϊςα τάςθσ 

   j  :  άξονασ παράλλθλοσ προσ τθ ςυνιςτϊςα τάςθσ 

          9 ςυνιςτϊςεσ τάςθσ  : p11, p22, p33 =  κάθετεσ ςυνιςτϊςεσ τάςθσ 

                        p12, p13, p21, p23, p31, p33 =  διατμητικζσ ςυνιςτϊςεσ τάςθσ  

Σάςη ςε ημείο Φυςικοφ ώματοσ (...ςυνζχεια) 
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Σάςη ςε ημείο Φυςικοφ ώματοσ (...ςυνζχεια) 

Κάκετθ ςυνιςτϊςα τάςθσ με φορά προσ το : 
 

  εςωτερικό του χώρου = τάςη ςυμπίεςησ (+) 
  εξωτερικό του χώρου = τάςη εφελκυςμοφ (-) 

1 1 1 2 1 3

2 1 2 2 2 3

3 1 3 2 3 3

i j

p p p

p p p p

p p p

 

 

 
 
 

Στοιχεία διαγωνίου = κάθετεσ ςυνιςτώςεσ τάςησ (pij, i = j) 

Άλλα ςτοιχεία = διατμητικζσ ςυνιςτώςεσ τάςησ (pij, i ≠ j) 
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υνθήκεσ Ιςορροπίασ 

1. Συνιςταμζνεσ δυνάμεισ παράλληλεσ ςτουσ Οx1, Οx2, Οx3 ίςεσ με 0.   

 

 Δίνεται δυνατότθτα υπολογιςμοφ τριϊν ςυνιςτωςϊν τάςθσ που αςκοφνται 
ςτο ΑΒΓ επίπεδο και είναι παράλλθλεσ προσ  Οx1, Οx2, Οx3 ωσ ςυνάρτθςθ 
των pij. 
 

2. Τρεισ ςυνιςταμζνεσ ροπζσ ωσ προσ Οx1, Οx2, Οx3 είναι ίςεσ με 0 (αρχή 
διατήρηςησ ςτροφορμήσ).   

 
Εφαρμογι ςε ςτοιχειϊδεσ παραλλθλεπίπεδο με κορυφι το Ο  

 

    p12 = p21 , p13 = p31 ,  p23 = p32    
 

    ΣΑΗ  =  ΤΜΜΕΣΡΙΚΟ ΣΑΝΤΣΗ 
 
Άρα πόςεσ ςυνιςτώςεσ τάςησ απαιτοφνται για την περιγραφή του τανυςτή τάςησ; 
 



ΙΔΙΟΔΙΑΝΥΣΜΑΤΑ  
ΙΔΙΟΤΙΜΕΣ 

7 



8 

Ιδιοδιανφςματα - Ιδιοτιμζσ 

Η τάςθ ςε ςθμείο ςτερεοφ ςϊματοσ περιγράφεται από ζνα τετραγωνικό πίνακα 3x3 

1 1 1 2 1 3

2 1 2 2 2 3

3 1 3 2 3 3

i j

p p p

p p p p

p p p

 

 

 
 
 

= P =

Για κάκε τετραγωνικό πίνακα υπάρχει ζνασ αρικμόσ  λ  και ζνα διάνυςμα      

που επαλθκεφουν τθ ςχζςθ: 
u

u u u - u = 0 u - u = 0 ( - ) u = 0      P P P I P δ

όπου, Ι μοναδιαίοσ πίνακασ και δ ο γνωςτόσ τανυςτισ Kronecker που αποτελεί 
μοναδιαίο πίνακα 3x3 (για i=j δij=1 , για ij δij=0) 
 

           …… ιδιοδιάνυςμα (eigenvector) του P 

  λ …… ιδιοτιμή (eigenvalue) του P 
u
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1 1 1 2 1 3 1 1 1 2 1 3

2 1 2 2 2 3 2 1 2 2 2 3

3 1 3 2 3 3 3 1 3 2 3 3

P P P 1 0 0 P P P

- = 0 P P P 0 1 0 P P P 0

P P P 0 0 1 P P P



  





      



P δA

Ιδιοδιανφςματα - Ιδιοτιμζσ (...ςυνζχεια) 

     

 

1 1 2 2 3 3 2 3 3 2 1 2 2 3 3 1 2 1 3 3

1 3 2 1 3 2 3 1 2 2

( P - ) P P P P P P P P P

P P P P P 0

   



               

       

2 2

1 1 2 2 3 3 2 2 3 3 1 1 3 3 3 3 1 1 2 2 2 2

2 3

1 1 2 3 3 2 2 3 3 2 1 1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 1 3 3

1 2 2 1 1 3 2 1 3 2 1 3 3 1 2 2 1 3 3 1

P P P P P P P P P P P

P P P P P P P P P P P P

P P P P P P P P P P 0

( 1)ά ί

    

  

 

             

      

      

     

  

Ζνα ομογενζσ ςφςτθμα τθσ μορφισ                   ζχει μθ μθδενικζσ λφςεισ όταν θ ορίηουςα του Α  

είναι ίςθ με μθδζν, επομζνωσ αφοφ                        κα ιςχφει ότι: 

A 0u

( - δ ) u = 0P
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3 2

1 1 2 2 3 3 2 2 3 3 1 1 3 3 1 1 2 2 2 3 3 2 1 2 2 1 1 3 3 1

1 1 2 2 3 3 1 1 2 3 3 2 1 2 2 3 3 1 1 2 2 1 3 3 1 3 2 1 3 2 1 3 3 1 2 2

- P + P + P P P P P P P P P P P P P -

- P P P - P P P + P P P - P P P + P P P - P P P 0

        

 

1 1 1 2 2 3 3
I = P + P + P

2 2 2 3 3 1 1 3 3 1 1 2 2 2 3 3 2 1 2 2 1 1 3 3 1
I = P P P P P P P P P P P P    

3 1 1 2 2 3 3 1 1 2 3 3 2 1 2 2 3 3 1 1 2 2 1 3 3 1 3 2 1 3 2 1 3 3 1 2 2
I = P P P - P P P + P P P - P P P + P P P - P P P

3 2

1 2 3
- I I - I 0   

Ιδιοδιανφςματα - Ιδιοτιμζσ (...ςυνζχεια) 



ΚΥΡΙΕΣ ΣΥΝΙΣΤΩΣΕΣ 
ΤΑΣΗΣ 

α) Τηκέο 

β) Καηεπζύλνληα Σπλεκίηνλα ωο 
 πξνο ηπραίν ζύζηεκα αμόλωλ 

11 
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Κφριεσ υνιςτώςεσ Σάςησ (οριςμόσ) 

2
x

1
x

3
x

1


2


3


Οι τάςεισ που αςκοφνται ςε τυχόν επίπεδο που 
περνά από ςθμείο ελαςτικοφ ςϊματοσ 
εξαρτϊνται από τον προςανατολιςμό του 
επιπζδου. 
Υπάρχουν τρία κάκετα επίπεδα  όπου οι  
διατμθτικζσ τάςεισ είναι όλεσ ίςεσ με μθδζν  
οπότε  αςκοφνται μόνο κάκετεσ τάςεισ. 
 
Κφριεσ (κάκετεσ) ςυνιςτϊςεσ τάςθσ : 
μζγιςτθ (ς1),  μζςθ (ς2),  ελάχιςτθ (ς3) 

 

1 1 1 2 1 3

2 1 2 2 2 3

3 1 3 2 3 3

0 0

0 0 0 0 0

0 0

i j i j j i j i j

p p p

p n p p p p

p p p
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2 2 2

3 1 1 2 2 3 3 1 2 2 3 3 1 1 1 2 3 2 2 3 1 3 3 1 2
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Κφριεσ υνιςτώςεσ Σάςησ (a: τιμζσ) 

p12 = p21 

p23 = p32 

p31 = p13 
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1

2

3

0 0

0 0

0 0

i



 



 

 

 
 
 

Άξα ν ηαλπζηήο ηάζεο ωο πξνο ηνπο θύξηνπο άμνλεο ηάζεο νξίδεηαη από 

ηνλ πίλαθα: 

Κφριεσ υνιςτώςεσ Σάςησ (a: τιμζσ) 
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Κφριεσ υνιςτώςεσ Σάςησ (a: τιμζσ) 

Λφςεισ είναι οι ς1, ς2, ς3. Από τισ ιδιότθτεσ εξιςϊςεων 3ου βακμοφ είναι γνωςτό ότι: 

1 1 2 3

1 2 3 1 1 2 2 3 3

1 1 1 2 2 3 3

:

I

p p p

I p p p

E ί ό ό     

 

     



 

   


     


   

3 2

1 2 3
0I I I      

Επειδι ς1, ς2, ς3  είναι ςτακερζσ ποςότθτεσ προκφπτει ότι και το άκροιςμα: 
 

p11+p22+p33 

 
είναι επίςθσ ςταθερή ποςότητα που χαρακτθρίηει κάκε ςθμείο φυςικοφ ςϊματοσ, 
ανεξαρτήτωσ προςανατολιςμοφ του ςυςτήματοσ ςυντεταγμζνων που χρθςιμοποιείται 
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Κφριεσ υνιςτώςεσ Σάςησ (β: κατευθφνοντα ςυνημίτονα) 

Κατευκφνοντα ςυνθμίτονα τθσ ς1 ωσ προσ ζνα τυχαίο ςφςτθμα αξόνων ωσ προσ 

το οποίο κεωροφμε τισ ςυνιςτϊςεσ τάςθσ τθσ pij: 

2 2 1 2 3 2

1 1 2 2 1 3 3 1 2 3

3 2 3 3 1

2 3 2 1

1 2 2 3 3 1 2 1 3 3 1

3 3 1 3 1

2 1 2 2 1

1 3 2 1 3 2 3 1 2 2 1
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11 12 13

21 22 23

31 32 33
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p p p
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Κφριεσ υνιςτώςεσ Σάςησ (β: κατευθφνοντα ςυνημίτονα) 
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Κφριεσ υνιςτώςεσ Σάςησ (β: κατευθφνοντα ςυνημίτονα) 

Κατευκφνοντα ςυνθμίτονα τθσ ς2 ωσ προσ ζνα τυχαίο ςφςτθμα αξόνων ωσ προσ 

το οποίο κεωροφμε τισ ςυνιςτϊςεσ τάςθσ τθσ pij: 

1 3 1 1 2 2

2 2 1 3 1 1 2 3 3 2

3 3 2 3 1

1 2 1 3

2 1 1 2 3 3 2 1 3 3 2

3 2 3 3 2

1 1 2 1 2

2 3 3 2 1 1 2 1 2 3 1

3 1 3 2

2 2 2

2 2 1 2 2 2 3

2 2
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2
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2
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2
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Κφριεσ υνιςτώςεσ Σάςησ (β: κατευθφνοντα ςυνημίτονα) 

Κατευκφνοντα ςυνθμίτονα τθσ ς3 ωσ προσ ζνα τυχαίο ςφςτθμα αξόνων ωσ προσ 

το οποίο κεωροφμε τισ ςυνιςτϊςεσ τάςθσ τθσ pij: 

 

1 1 3 1 2 2

3 3 1 1 3 2 2 3 1 2

2 1 2 2 3

1 2 1 3

3 1 1 2 2 3 1 3 2 2 3

2 2 3 2 3

1 3 1 1 3

3 2 1 3 2 1 2 3 1 1 3
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3
x

1
x

2
x

3 ηεφγθ επιπζδων διχοτομοφν τισ γωνίεσ των 3 
κυρίων επιπζδων τάςθσ 

 

 
 

Σε αυτά οι διατμθτικζσ τάςεισ παίρνουν τισ 

ακραίεσ τιμζσ τουσ = κφριεσ διατμητικζσ 
τάςεισ : 

2 3 3 11 2

1 / 2 2 / 3 3 / 1
, ,

2 2 2

    
  

 
  

ενϊ οι κάκετεσ ςυνιςτϊςεσ τάςθσ γίνονται : 

2 3 3 11 2

1 / 2 2 / 3 3 / 1
, ,

2 2 2

    
  

 
  

Κφριεσ υνιςτώςεσ Σάςησ (...ςυνζχεια) 
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Κατανομή τάςεων ςε ςημείο ςϊματοσ   
 

Ελλειψοειδζσ του Lamé  

 
Το διάνυςμα τάςθσ (pij) που αςκείται 
ςτο επίπεδο ορίηεται από τθν απόςταςθ 
του κζντρου του ελλειψοειδοφσ από το 
ςθμείο επαφισ του επιπζδου με το 
ελλειψοειδζσ.  
 

Κφριεσ υνιςτώςεσ Σάςησ (...ςυνζχεια) 

Οι τρεισ θμιάξονεσ του ελλειψοειδοφσ ζχουν μικθ που αντιςτοιχοφν ςτα μζτρα 
των τριϊν κφριων ςυνιςτωςϊν τάςθσ, ς1, ς2, ς3.  
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Θεωροφμε τθν τάςθ ωσ προσ τυχόν ςφςτθμα αξόνων.  
Τάςθ  =  ςυμμετρικόσ τανυςτισ   

Ανάλυςη Σανυςτή Σάςησ 

1 1 1 2 1 3 0 1 1 0 1 2 1 3

2 1 2 2 2 3 0 2 1 2 2 0 2 3

3 1 3 2 3 3 0 3 1 3 2 3 3 0

0 0

0 0

0 0

p p p p p p

p p p p p p

p p p p

έ

p p

έ  



       



 

 



     

     
  

     
     

     

1 1 2 2 3 3 1 2 3 1

0 1 1 2 2 3 3 0
3

3 3 3

   
      

p p p I
p p p

  
 

ς0 = Μζςη κάθετη τάςη 
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Μονάδεσ Σάςησ και Σιμζσ τησ ςτη Γη 

Μονάδεσ τάςησ  =  μονάδεσ πίεςησ  

       

CGS ……………………………………………… 1 dyn/cm2 

MKS (IS) ……………………………………… 1 Nt/m2 

Άλλεσ Μονάδεσ ………………………….. 1 bar 

     1 Pa (Pascal) 

-------------------------------------------------------------------------------------------- 

Σχζςεισ Μεταξφ Μονάδων ............. 1 bar = 106 dyn/cm2 

     1 Pa = 10 dyn/cm2 

     1 Mpa = 10 bar 

Λικόςφαιρα (φλοιόσ + άνω μανδφασ) τάςθ = μερικά Κbar 

Πτϊςθ τάςθσ (stress drop) κατά τθ γζνεςθ ςειςμοφ = μερικά bar 

Μεταβολι τάςθσ κατά τθ διάδοςθ ςειςμικϊν κυμάτων = μερικζσ δεκάδεσ dyn/cm2. 
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Ευαρμογή 3.1 
 

Οι ζςνιζηώζερ ηάζηρ ωρ ππορ ηςσαίο ζύζηημα ζςνηεηαγμένων είναι: p11=2bar, p33=-1bar, 

p22=p23=p12=0, p13=1bar. Να ςπολογιζηούν οι σ1, σ2, σ3 και οι γωνίερ ηοςρ με ηοςρ άξονερ 

ηος ζςζηήμαηορ β) οι κύπιερ διαημηηικέρ ηάζειρ τ1/2 , τ2/3 , τ3/1 γ) οι κάθεηερ ηάζειρ σ1/2 , σ2/3 

και σ3/1 ζηα επίπεδα πος οι τ παίπνοςν ηιρ ακπαίερ ηοςρ ηιμέρ. 

-------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
1 1 1 2 2 3 3

2 2 2

2 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3 1 1 2 3 3 1 1 2 1 2 3

2 2 2

3 1 1 2 2 3 3 1 2 2 3 3 1 1 1 2 3 2 2 3 1 3 3 1 2

1, 3, 0

2

I p p p

I p p p p p p p p p I I I

I p p p p p p p p p p p p

   


          


     

1

3 2 2

1 2 3 2

3

2 .3

0 ( 3 ) 0 0

1 .3 0

b a r

I I I

b a r



      





         

 

1 1

1 1

1

1 2

1 2

1

1 3

1 3

1

2

1 1 2 2 1 3 3 1 2 3

1 2 2 3 3 1 2 1 3 3 1

1 3 2 1 3 2 3

1 1 1 2

1 3 1

0 0

1 1 1 2

0

1

1 2 2 1

2 2 2

1 1 1 1 2 1 3 3

( ) ( )

( )

( )

7 .5 9 , 0 ,

2 .3 0 , 7 .9 3

1 7 , 9 0 ,

7 3

M

M

M

M

M

M

M p p p

M p p p p

M p

M M

M

p p p

M M M M

M

   

   

   

 

 















  


 

   


   


  




 




 


 







Καηεςθύνονηα ζςνημίηονα ηηρ ζ1: 
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2 3 3 11 2

1 / 2 2 / 3 3 / 1
1 .1 5 0 .6 5 1 .8 0

2 2 2
b a r b a r b a r

    
  

 
      

2 3 3 11 2

1 / 2 2 / 3 3 / 1
1 .1 5 , 0 .6 5 , 0 .5

2 2 2
b a r b a r b a r

    
  

 
      

   

Με όμοιο ηπόπο βπίζκοςμε ηα καηεςθύνονηα ζςνημίηονα ηηρ ζ3: 

 

θ31=730,  θ32=900,  θ33=1630 

Ευαρμογή 3.1  (...συνέχεια) 
 

-------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

Κύπιερ διαημηηικέρ ηάζειρ: 

Κάθεηερ ηάζειρ: 



26 

Άσκηση 3.1 
 

Οι ζςνιζηώζερ ηάζηρ ωρ ππορ ηςσαίο ζύζηημα ζςνηεηαγμένων είναι: p11=5bar, p22=-3bar, 

p12=4bar, p33=p13=p23=0. Να ςπολογιζηούν οι ζ1, ζ2, ζ3 και οι γωνίερ ηοςρ με ηοςρ άξονερ ηος 

ζςζηήμαηορ β) οι κύπιερ διαημηηικέρ ηάζειρ η1/2, η2/3, η3/1 γ) οι κάθεηερ ηάζειρ ζ1/2, ζ2/3, ζ3/1 

ζηα επίπεδα πος πος δισοηομούν ηιρ γωνίερ ηων επιπέδων ηων κύπιων αξόνων ηάζηρ. 

-------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

1 1 1 2 2 3 3

2 2 2

2 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3 1 1 2 3 3 1 1 2 1 2 3

2 2 2

3 1 1 2 2 3 3 1 2 2 3 3 1 1 1 2 3 2 2 3 1 3 3 1 2

2 , 3 1, 0

2

I p p p

I p p p p p p p p p I I I

I p p p p p p p p p p p p

   


          


     

1

3 2 2

1 2 3 2

3

6 .6 6

0 ( 2 3 1) 0 0

4 .6 6

b a r

I I I

b a r



      





         

 

1 1

1 1

1

1 2

1 2

1

1 3

1 3

1

2

1 1 2 2 1 3 3 1 2 3

1 2 2 3 3 1 2 1 3 3 1

1 3 2 1 3 2 3 1 2 2 1

2 2 2

1 1 1 1 2 1 3

1 1 1 2

1 3 1

0 0

1 1 1 2

0

1 3

6 4 .2 9 , 2 6 .6 3,

0 , 6 9 .5 8

( )( )

( )

( ) 2 3 , 6 7 ,

9 0

M

M

M

M

M

M

M p p p

M p p p p

M p p p p

M M

M M

M M

M M

   

   

   

 

 















  


 




   


   


  




  









 


Καηεςθύνονηα ζςνημίηονα ηηρ ζ1: 
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2 3 3 11 2

1 / 2 2 / 3 3 / 1
3 .3 3 2 .3 3 5 .6 6

2 2 2
b a r b a r b a r

    
  

 
      

2 3 3 11 2

1 / 2 2 / 3 3 / 1
3 .3 3 , 2 .3 3 , 1 .0

2 2 2
b a r b a r b a r

    
  

 
      

Με όμοιο ηπόπο βπίζκοςμε ηα καηεςθύνονηα ζςνημίηονα ηηρ ζ3: 

 

θ31=670,  θ32=230,  θ33=900 

Άσκηση 3.1  (...συνέχεια) 
 

-------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

Κύπιερ διαημηηικέρ ηάζειρ: 

Κάθεηερ ηάζειρ: 
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Άσκηση 3.2 
 

Οι ζςνιζηώζερ ηάζηρ ωρ ππορ ηςσαίο ζύζηημα ζςνηεηαγμένων είναι: p11=5bar, p22=-3bar, 

p12=4bar, p33=p13=p23=0. Οι κύπιερ ζςνιζηώζερ ηάζηρ είναι: σ1=6.67bar, σ2=0, σ3=-4.67bar 

Να παπαζηαθεί η ηάζη ςπό μοπθή μηηπών ωρ ππορ ηο Οxyz και ωρ ππορ ηο ζύζηημα ηων 

κύπιων αξόνων ηάζηρ. Να βπεθεί ηο ίσνορ ηηρ και η μέζη κάθεηη ηάζη. Να αναλςθεί ζε ένα 

ιζοηποπέα και ένα εκηποπέα ωρ ππορ ηα δύο ζςζηήμαηα αξόνων. 

-------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
1 1 1 2 1 3

2 1 2 2 2 3

3 1 3 2 3 3

5 4 0

4 3 0

0 0 0

i j

p p p

p p p p

p p p

   

   
  
   
   
   

Ωρ ππορ ηςσόν ζύζηημα αξόνων: 

Ωρ ππορ ππορ ζύζηημα κύπιων αξόνων: 

1

2

3

0 0 6 .6 7 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 4 .6 7

i



 



   

   
 
   
   

   

Ίσνορ  pkk = p11 + p22 + p33 = 2 = ζ1 + ζ2 + ζ3 

Μέζη κάθεηη ηάζη :   
1 1 2 2 3 3

0
0 .6 7

3

p p p
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Άσκηση 3.2  (...συνέχεια) 
 

-------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

1 1 1 2 1 3 0 1 1 0 1 2 1 3

2 1 2 2 2 3 0 2 1 2 2 0 2 3

3 1 3 2 3 3 0 3 1 3 2 3 3 0

0 0

0 0

0 0

i j

p p p p p p

p p p p p p p

p p p p p p

 

 

 

     

     
    
     
     

     

5 4 0 0 .6 7 0 0 4 .3 3 4 0

4 3 0 0 0 .6 7 0 4 3 .6 7 0

0 0 0 0 0 0 .6 7 0 0 0 .6 7

     

     
    

     
     

     

Ανάλςζη ωρ ππορ ηςσόν ζύζηημα αξόνων: 

Ανάλςζη ωρ ππορ ππορ ζύζηημα κύπιων αξόνων ηάζηρ: 

1

2

3

0 0 6 .6 7 0 0 0 .6 7 0 0 6 .0 4 0

0 0 0 0 0 0 0 .6 7 0 4 0 .6 7 0

0 0 0 0 4 .6 7 0 0 0 .6 7 0 0 5 .3 4

i
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Παπαμόπθυζη ζε Σημείο Σώμαηορ 

Σπλνιηθή παξακόξθωζε ζηνηρείνπ ζηε γεηηνληά ελόο ζεκείνπ: 

 

 

 ΔΙΓΟ      ΑΠΟΣΔΛΔΜΑ 

 

(Ι) Μεηαβνιή Όγθνπ 

 

(ΙΙ) Μεηαβνιή Σρήκαηνο 

 

(ΙΙΙ) Πεξηζηξνθή Σηνηρείνπ 

ΚΤΒΙΚΗ ΠΑΡΑΜΟΡΦΩΗ  

 

 

ΓΙΑΣΜΗΣΙΚΗ ΠΑΡΑΜΟΡΦΩΗ 

 
 

(ζπλήζωο ακειεηέα) 
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Κςβική Παπαμόπθυζη 

Δ 

Δ΄ 

Αρχικι κατάςταςθ: ΟA=δx1, ΟB=δx2, ΟΓ=δx3  
 
Θεωροφμε ότι εξωτερικζσ δυνάμεισ προκαλοφν 
μόνο μεταβολι του όγκου  
 

 Α  Α’ => ΑΑ’ = δu1 

 Β  Β’ => ΒΒ’ = δu2 

 Γ  Γ’ => ΓΓ’ = δu3 

 

1 1 2 2

1 1 2 2
0 0

1 1 2 2

3 3

3 3
0

3 3

lim , lim ,

lim

V V

V

u u u u
e e

x x x x

u u
e

x x

 



 

 





 



 
   

 


 



Ονομάηουμε ανηγμζνεσ επιμηκφνςεισ κατά τισ 
διευκφνςεισ των Οx1, Ox2, Ox3 τισ: 

1 1

2 2

3 3

0 0

0 0

0 0

i i

e

e e

e

 

 

 
 
 

Ο eii είναι ςυμμετρικόσ τανυςτισ β’ τάξθσ και ονομάηεται 

κυβική παραμόρφωση 
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Ανηγμένη Κςβική Παπαμόπθυζη, θ 

V

V


 

Δίλαη ν ιόγνο ηεο κεηαβνιήο ηνπ όγθνπ ελόο ζηνηρείνπ πξνο ηνλ αξρηθό ηνπ όγθν: 

Απνδεηθλύεηαη όηη   ζ=e11+e22+e33  (ίρλνο ηνπ ηαλπζηή θπβηθήο παξακόξθωζεο eii) 
 
Γελ επεξεάδεηαη από ηελ αιιαγή ηωλ αμόλωλ, άξα είλαη κνλόκεηξν κέγεζνο 
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Διαημηηική Παπαμόπθυζη 

Θεωξνύκε κεηαβνιή κόλν ηνπ ζρήκαηνο (όρη ηνπ 

όγθνπ) ζην επίπεδν x1x2 

 

ΑΑ΄ απεηξνειάρηζηε => ΑΑ΄~//x2  θαη ΑΑ΄ = δu2 

 

ΒΒ΄ απεηξνειάρηζηε => ΒΒ΄~//x1   θαη ΒΒ΄ = δu1 

' '

1 2 1 2

0 0
2 1 2 1

lim lim
 

 

  

    
      

    
V V

u u u uB B A A

O B O A x x x x

Οη πνζόηεηεο e12=e21 , e23=e32 , e13=e31 είλαη γωλίεο, νλνκάδνληαη γωνίερ διάημηζηρ 

θαη νξίδνπλ ηηο ανηγμένερ διαημηηικέρ παπαμοπθώζειρ ηνπ ζώκαηνο (ωο πξνο ην 

ζεκείν Ο) πνπ ιακβάλνπλ ρώξα θάζεηα ζηνπο άμνλεο Ox3, Οx1 θαη Ox2, αληίζηνηρα. 

3 31 2 2 1

1 2 2 1 2 3 3 2 3 1 1 3

2 1 3 2 1 3

1 1 1
, ,

2 2 2

u uu u u u
e e e e e e

x x x x x x

         
            

          

OA=δx1 

OB=δx2 
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Ανηγμένη Διαημηηική Παπαμόπθυζη, eij  

Οξίδεηαη από ηε παξαθάηω ζρέζε θαη είλαη έλαο ζπκκεηξηθόο ηαλπζηήο β΄ ηάμεο κε 

κεδεληθό ίρλνο (θαη κεδεληθά ηα ζηνηρεία ηεο δηαγωλίνπ ηνπ): 

1 2 1 3

2 1 2 3

3 1 3 2

0

0

0

i j

e e

e e e

e e

 

 

 
 
 

i = άμνλαο πάλω ζηνλ νπνίν βξίζθεηαη ην ζηνηρείν πνπ παξακνξθώλεηαη 

 

j = άμνλαο παξάιιεια πξνο ηνλ νπνίν γίλεηαη ε παξακόξθωζε 
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Πεπιζηποθή 

Δδώ ζεωξνύκε κόλν πεξηζηξνθή ηνπ ζώκαηνο θαη 

όρη κεηαβνιή ηνπ όγθνπ ή ηνπ ζρήκαηνο. 

Δμεηάδνπκε ηε πεξηζηξνθή ηνπ ζώκαηνο γύξω από 

ηνλ άμνλα Ox3  

ΑΑ΄ απεηξνειάρηζηε => ΑΑ΄~//x2  θαη ΑΑ΄ = δu2 

 
ΒΒ΄ απεηξνειάρηζηε => ΒΒ΄~//x1   θαη ΒΒ΄ = -δu1 
 
ην (-) ζεκαίλεη αξλεηηθή θνξά (ωο πξνο Οx1) ηνπ 

αληίζηνηρνπ δηαλύζκαηνο κεηάζεζεο (ΒΒ΄). 

' '

2 1 2 1

0 0
1 2 1 2

lim lim
 

 

  

    
      

    
V V

u u u uA A B B

O A O B x x x x

Οη πνζόηεηεο ξ12 = -ξ21, ξ23 = -ξ32, ξ13 = -ξ31 (αληηζπκκεηξηθόο ηαλπζηήο β΄ ηάμεο) 

νξίδνπλ ηελ πεπιζηποθή ηος ζώμαηορ πνπ ιακβάλεη ρώξα γύξω από ηνπο άμνλεο 

Ox3, Οx2 θαη Ox1, αληίζηνηρα. 

3 32 1 1 2

2 1 1 3 3 2

1 2 3 1 2 3

1 1 1
, ,

2 2 2

u uu u u u

x x x x x x
  

         
         

          

OA=δx1 

OB=δx2 
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Η πεξηζηξνθή νξίδεηαη ηειηθά από ηε παξαθάηω ζρέζε θαη είλαη έλαο 

αληηζπκκεηξηθόο ηαλπζηήο β΄ ηάμεο κε κεδεληθό ίρλνο (θαη κεδεληθά ηα 

ζηνηρεία ηεο δηαγωλίνπ ηνπ): 

1 2 1 3

2 1 2 3

3 1 3 2

0

0

0

i j

 

  

 

 

 

 
 
 

Πεπιζηποθή (...ζσνέτεια) 
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Ολική Παπαμόπθυζη 

Δίλαη έλαο ηαλπζηήο β΄ ηάμεο πνπ ηζνύηαη κε ην άζξνηζκα: 

ηεο θπβηθήο παξακόξθωζεο, eii, ηεο δηαηκεηηθήο παξακόξθωζεο, eij θαη ηεο 

πεξηζηξνθήο ξij:  

i j i i i j i j
E e e   

όπνπ, 

 

 eii = θπβηθή παξακόξθωζε (ζπκκεηξηθόο ηαλπζηήο κε κεδεληθά ηα ζηνηρεία  εθηόο 

             δηαγωλίνπ) 

 

 eij = δηαηκεηηθή παξακόξθωζε (ζπκκεηξηθόο ηαλπζηήο κε κεδεληθά ηα ζηνηρεία ηεο 

             δηαγωλίνπ) 

 

 ξij = θπβηθή παξακόξθωζε (αληηζπκκεηξηθόο ηαλπζηήο κε κεδεληθά  ηα ζηνηρεία ηεο 

             δηαγωλίνπ) 
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Οη ηαλπζηέο θπβηθήο θαη δηαηκεηηθήο παξακόξθωζεο κπνξνύλ λα αζξνηζζνύλ θαη λα 

δώζνπλ έλα ζπκεηξηθό ηαλπζηή β΄ ηάμεο, eij, νπόηε ε νιηθή παξακόξθωζε είλαη ην 

άζξνηζκα ελόο ζπκκεηξηθνύ (eij) θαη ελόο αληηζπκκεηξηθνύ ηαλπζηή (μij). 

 

Δπεηδή θαηά ηε δηάδνζε ηωλ ζεηζκηθώλ θπκάηωλ ε πεξηζηξνθή είλαη ακειεηέα 

(εμαηξνύληαη νη πεξηνρέο θνληά ζηελ εζηία ηνπ ζεηζκνύ) κπνξεί λα κελ ζπκπεξηιεθζεί 

ζηελ νιηθή παξακόξθωζε νπόηε ηειηθά:  

1 1 1 2 1 3

2 1 2 2 2 3

3 1 3 2 3 3

i j i j

e e e

E e e e e

e e e

 

 
 

 
 
 

Ολική Παπαμόπθυζη (...ζσνέτεια) 

Καη’ αληηζηνηρία κε ηηο θύξηεο ζπληζηώζεο ηάζεο, κπνξεί λα ζεωξεζεί όηη ππάξρνπλ 

ηξία θάζεηα κεηαμύ ηνπο επίπεδα  πάλω ζηα νπνία νη  διαημηηικές παραμορθώζεις 

είναι όλες ίζες με μηδέν νπόηε  παξαηεξνύληαη κόλν αλεγκέλεο επηκεθύλζεηο, ε1, ε2, 

ε3 (κύπιερ ανηγμένερ επιμηκύνζειρ) θαηά κήθνο ηωλ αμόλωλ (κύπιοι άξονερ 

παπαμόπθυζηρ) πνπ νξίδνληαη από ηα παξαπάλω επίπεδα. 
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Τν ζώκα παξακνξθώλεηαη νπόηε νη  

ζπληζηώζεο κεηάζεζεο είλαη: 

Γηα ην             u1, u2, u3 θαη  

Γηα ην 1           u1+δu1, u2+δu2, u3+δu3 

Σηοισειώδηρ Μεηάθεζη 

Έζηω ζεκεία   

(x1, x2, x3) θαη   

1(x1+δx1, x2+δx2, x3+δx3)  

 

Οη ζρεηηθέο ζπληζηώζεο κεηάζεζεο δu1, δu2, δu3 ηνπ 1 ωο πξνο  γίλνληαη: 
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1 1 1

1 1 2 3

1 2 3

1 1 1 1 1 2 2 1 3 3

1 1 1

1 1 1 2 1 3

1 2 3

, ,

   

   

   
  


   

   
  

  
   

u u u
u x x x

x x x
u e x e x e x

u u u
e e e

x x x

2 2 2

2 1 2 3

1 2 3

2 2 1 1 2 2 2 2 3 3

2 2 2

2 1 2 2 2 3

1 2 3

, ,

   

   

   
  


   

   
  

  
   

u u u
u x x x

x x x
u e x e x e x

u u u
e e e

x x x

3 3 3

3 1 2 3

1 2 3

3 3 1 1 3 2 2 3 3 3

3 3 3

3 1 3 2 3 3

1 2 3

, ,

   

   

   
  


   

   
  

  
   

u u u
u x x x

x x x
u e x e x e x

u u u
e e e

x x x

Σηοισειώδηρ Μεηάθεζη (...ζσνέτεια) 
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Σηοισειώδηρ Μεηάθεζη (...ζσνέτεια) 

Καη γεληθά: 

3

, 1

 



 i i j j

i j

u e x

Δπνκέλωο είλαη δπλαηόο ν ππνινγηζκόο ηεο ζρεηηθήο κεηάζεζεο δύν 

γεηηνληθώλ πιηθώλ ζεκείωλ όηαλ είλαη γλωζηέο νη αξρηθέο ηνπο ζέζεηο 

θαη ν ηαλπζηήο αλεγκέλεο παξκόξθωζεο 
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Εθαπμογή 3.2 
 

Να απνδεηρζεί όηη α) ε αλεγκέλε θπβηθή παξακόξθωζε, ζ, είλαη θ=e11+e22+e33 θαη 

β) όηη θ=divui. 

-------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

Απσικόρ όγκορ: V0=(OA)(OB)(ΟΓ)=x1x2x3 

 

   x1 → x1-e11x1 

Κπβηθή παξακόξθωζε =>  x2 → x2-e22x2 

   x3 → x3-e33x3 

 

Σελικόρ όγκορ: V1=(x1-e11x1)(x2-e22x2)(x3-e33x3)= 

  =x1x2x3(1-e11)(1-e22)(1-e33)=> 
 

  V1=V0(1-e11)(1-e22)(1-e33) 

0 1 0 0 1 1 2 2 3 3

1 1 2 2 3 3

0 0 0

1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 2 2 3 3 1 1 3 3 1 1 2 2 3 3

(1 )(1 )(1 )
1 (1 )(1 )(1 )

( )

V V V V e e eV
e e e

V V V

e e e e e e e e e e e e






    
        

        

0 


1 1 2 2 3 3

θ = e + e + e
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Εθαπμογή 3.2  (...ζςνέσεια) 
 

-------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

1

1 1

1

32 1 2

2 2 1 1 2 2 3 3

2 1 2 3

3

3 3

3

( )
i

u
e

x

uu u u
e e e e d iv u u

x x x x

u
e

x
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θαη  n 

Σσέζη Τάζηρ - Ανηγμένηρ Παπαμόπθυζηρ 

Σε θάζε ζεκείν ηειείωο ειαζηηθνύ ζώκαηνο θαη γηα ζπγθεθξηκέλεο ζεξκνδπλακηθέο 

ζπλζήθεο η ανηγμένη παπαμόπθωζη είναι ζςνάπηηζη ηηρ ηάζηρ. Γηα έλα ηέηνην 

ζώκα ηζρύεη ν γεληθεπκέλνο λόκνο ηνπ Hook: 
 

“Σε κάθε ζημείο πλήπυρ ελαζηικού ζώμαηορ η κάθε ζςνιζηώζα ηάζηρ 

είναι γπαμμική ζςνάπηηζη ηυν εννέα (έξι) ζςνιζηυζών ηηρ ανηγμένηρ 

παπαμόπθυζηρ” 
 

Έηζη νξίδνληαη 81 (=9x9) ζπληειεζηέο αλαινγίαο, cmn, πνπ εμαξηώληαη από ην πιηθό 

ηνπ ζώκαηνο θαη ηηο ζεξκνδπλακηθέο ζπλζήθεο. 
 

Οη ζπληειεζηέο αλαινγίαο, cmn, νλνκάδνληαη ελαζηικές ζηαθερές θαη ζπλζέηνπλ έλα 

ηαλπζηή 4εο ηάμεο (34 ζπληζηώζεο) πνπ νλνκάδεηαη ελαζηικός ηανσζηής. 
 

Σύκθωλα ινηπόλ κε ην λόκν ηνπ Hook ε θάζε ζπληζηώζα ηάζεο ζε ζεκείν ηειείωο 

ειαζηηθνύ ζώκαηνο νξίδεηαη από ηε γξακκηθή ζρέζε: 

1 1 m 1 1 1 1 m 1 2 1 2 m 1 3 1 3 m 2 1 2 1 m 2 2 2 2 m 2 3 2 3 m 3 1 3 1 m 3 2 3 2 m 3 3 3 3
p = c e + c e + c e + c e + c e + c e + c e + c e + c e  

Όπνπ, m=11 
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1 1 1 2 1 3 1 4 1 5 1 6

2 1 2 2 2 3 2 4 2 5 2 6

3 1 3 2 3 3 3 4 3 5 3 6

4 1 4 2 4 3 4 4 4 5 4 6

5 1 5 2 5 3 5 4 5 5 5 6

6 1 6 2 6 3 6 4 6 5 6 6

m n

c c c c c c

c c c c c c

c c c c c c
c

c c c c c c

c c c c c c

c c c c c c

 

 

 

 
  

 

 

 
 
 

Πεξηνξηζκνί: 
 

α) Τάζε & αλεγκέλε παξακόξθωζε ζπκκεηξηθνί ηαλπζηέο  => cmn 6x6=36 ζπληζηώζεο 

Σσέζη Τάζηρ - Ανηγμένηρ Παπαμόπθυζηρ (...ζςνέσεια) 

β) Αθνύ ε ελέξγεηα ειαζηηθήο παξακόξθωζεο ζεωξείηαη κνλνζήκαληε ζπλάξηεζε 

ηωλ ζπληζηωζώλ ηεο αλεγκέλεο παξακόξθωζεο (ζπκκεηξηθόο ηαλπζηήο), πξέπεη 

λα ηζρύεη cmn=cnm (επίζεο ζπκκεηξηθόο ηαλπζηήο) νπόηε νη  αλεμάξηεηνη

 ζπληειεζηέο ηνπ ειαζηηθνύ ηαλπζηή cmn κεηώλνληαη ζηνπο 21 
 

γ) Αλ ην ζώκα ζεωξεζεί ηζόηξνπν ηόηε νη γξακκηθέο ζρέζεηο πνπ νξίδεη ν λόκνο ηνπ 

Hook  δελ κεηαβάιινληαη κε αιιαγή ζην ζύζηεκα ζπληεηαγκέλωλ ή ζηα 

πξόζεκα, νπόηε: 
 

 Οη αλεμάξηεηεο ειαζηηθέο ζηαζεξέο είλαη κόλν δύν, νη c11 θαη c12 
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Σσέζη Τάζηρ - Ανηγμένηρ Παπαμόπθυζηρ (...ζςνέσεια) 

i j 1 2 ij 1 1 1 2 ij
p = c θ δ  +   (c -c )e      i , j= 1 , 2 , 3  

Τειηθά, γηα ειαζηηθό θαη ηζόηξνπν κέζν ηζρύεη: 

όπνπ, δij ν ηαλπζηήο Kronecker o νπνίνο γηα  i = j =>  δij=1 θαη  γηα  i  j =>  δij=0, 

  ζ ε αλεγκέλε θπβηθή παξακόξθωζε. 

 

Ωο ζηαζεξέο Lamé, ι θαη κ, νξίδνληαη νη πνζόηεηεο: 

1 1 1 2

1 2
,      

2

c c
c 


 

Οπόηε πξνθύπηνπλ νη παξαθάηω ζρέζεηο πνπ δίλνπλ ηηο ζπληζηώζεο ηάζεο ζε 

ζπλάξηεζε κε ηηο ζπληζηώζεο αλεγκέλεο παξακόξθωζεο θαη ηηο ζηαζεξέο Lamé : 

p11 = λθ + 2μe11        p12 = 2μe12 

p22 = λθ + 2μe22        p23 = 2μe23 

p33 = λθ + 2μe33        p31 = 2μe31 
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Ελαζηικέρ Σηαθεπέρ 

Δίλαη ζηαζεξέο πνπ πεξηγξάθνπλ ηελ ειαζηηθή παξακόξθωζε, ππνινγίδνληαη 

πεηξακαηηθά θαη απνηεινύλ ζπλαξηήζεηο ηωλ ζηαζεξώλ Lamé.  

1. Μέηπο διαημηηικήρ ελαζηικόηηηαρ 

Δμεηάδνπκε ηε δηαηκεηηθή παξακόξθωζε ηεο 

έδξαο ΟΑΒC νξζνγώληνπ παξαιιειεπίπεδνπ 

ππό ηελ επίδξαζε δεύγνπο δπλάκεωλ πνπ 

αζθείηαη παξάιιεια πξνο ηελ ΟΑ. 
 

Γωλία δηάηκεζεο ε: θ = e12 
 

Γηαηκεηηθή ζπληζηώζα ηάζεο (ζηηο έδξεο πνπ 

είλαη θάζεηεο ζηνλ Ox1):  p12 = F / S 

Ολνκάδνπκε μέηπο διαημηηικήρ ελαζηικόηηηαρ ή μέηπο ακαμτίαρ, n, ην ιόγν: 

1 2

1 2
2


 

 


1 2 1 2

p
n

e n

p  =  2 μ e

 Άξα ην n όπωο θαη ην μ κεηξνύληαη  

ζε κνλάδεο ηάζεο (πίεζεο) 
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2. Μέηπο επιμήκοςρ ελαζηικόηηηαρ 

d1 

l2 

Άμνλαο ηεο ξάβδνπ παξάιιεινο πξνο ηνλ Οx1 

 

Άζθεζε δύλακεο F θαηά ηε δηεύζπλζε ηνπ 

άμνλα ηεο ξάβδνπ => 

Δπηκήθπλζε θαηά Γl = l2 – l1 ( = 2 *Γl/2) 

 

1 1

1 1

1 1
1 1

1

F
p

S p
E

l e
e

l






 





Ε = μέηπο επιμήκοςρ ελαζηικόηηηαρ ή μέηπο ηος Young 

p11  =  κάθεηη ηάζη 

e11   = ανηγμένη επιμήκςνζη 

1/Ε = ζςνηελεζηήρ ελαζηικόηηηαρ 

 

 

 

 

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

2 2 2 2 1 1

1 1

3 3 3 3

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1

2 2
2

0 2
3 2

3 20 2

2 3 2
2

3 2 2

p e p e
p e

p e p
p

p e

p p
p e

e

     
  

  
  

   

  
 

   

     
    

       
   

   


     

 

μ 3 λ + 2 μ
Ε =

λ + μ
(μονάδερ ηάζηρ) 
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3. Λόγορ Poisson 

Ο ιόγνο ηνπ Poisson είλαη αδιάζηαηο μέγεθορ θαη παίξλεη ηηκέο κεηαμύ 0 θαη 0.5.   

 ζ=0.5 ζηα πγξά (μ=0) 

 ζ=0 (κ) ζεκαίλεη άπεηξε αληίζηαζε ζηε δηάηκεζε. 

Δπηκήθπλζε θαηά   Γl1 = l2 – l1  = 2 *(Γl1/2) 

Δπηβξάρπλζε θαηά Γd = d1 – d = – ( d – d1 ) 

 

Αλεγκέλεο επηκεθύλζεηο:  
 

  e11 = Γl1 / l1,  e22 = - Γd / d 

Λόγορ Poisson:  2 2

1 1

e
ζ = -

e

   

 

2 2 2 2

1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 2 2 1 1 2 2

2 2 3 3

2 2

1 1

2 0

2 2 2

p e

e e e e e e e e

e e

e

e

  

     

   


           


 

  
λ

ζ =
2 λ + μ

d1 

l2 
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4. Μέηπο κςβικήρ ελαζηικόηηηαρ 

Αλ ζε ζηεξεό ζώκα αζθεζεί ομοιόμοπθη κάθεηη ηάζη ηόηε παξαηεξείηαη 

μεηαβολή όγκος. 
 

Σσρρίκνωζη αλ αζθεζεί ηάζε ζσμπίεζης 

Γιόγκωζη αλ αζθεζεί ηάζε εθελκσζμού 

Ολνκάδνπκε κέηξν θπβηθήο ειαζηηθόηεηαο ηελ πνζόηεηα : 
p




 

όπνπ, p ε νκνηόκνξθε θάζεηε ηάζε θαη θ ε αλεγκέλε θπβηθή παξακόξθωζε (ε 

κεηαβνιή ηεο θάζε κνλάδαο όγθνπ ηνπ ζώκαηνο).  

1 1 1 1

2 2 2 2

3 3 3 3

3
2 3 2

2 3 3 2

2

p
p p e

p p e p
p

p p e

    


      

  


       
 

          

       


2

κ = λ + μ
3
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Εξίζυζη ηηρ Κίνηζηρ 

Έζηω ζώκα ζρήκαηνο νξζνγώληνπ 

παξαιιειεπίπεδνπ κε ζηνηρεηώδε κάδα, 

δm, ππθλόηεηα ρ θαη πιεπξέο ΟΑ=dx1, 

ΟΒ=dx2, ΟC=dx3.  

 

Ο όγθνο ηνπ ζα είλαη       dV= dx1.dx2.dx3 

θαη ε κάδα ηνπ          dm=ρ.dV 

 

Υπό ηελ επίδξαζε δύλακεο Fi=dm.γi 

θαηά ηε δηεύζπλζε xi ην ζώκα 

κεηαθηλείηαη θαηά u1, u2, u3. 

Αλ ζεωξήζνπκε άζθεζε ηεο δύλακεο θαηά ηε δηεύζπλζε Ox1 ηόηε: F1=dm.γ1= 

=άζξνηζκα ηωλ δπλάκεωλ πνπ αζθνύληαη ζηηο 6 έδξεο ηνπ παξαιιειεπηπέδνπ: 
' ' '

1 1 2 3 1 1 2 . 3 2 1 1 3 2 1 1 3 3 1 1 2 3 1 1 2
 p .d x .d x , -p .d x d x , p .d x .d x , -p .d x .d x , -p .d x .d x , p .d x .d x

' ' ' 3 11 1 2 1

1 1 1 1 1 2 1 2 1 2 3 1 3 1 3

1 2 3

, ,
pp p

p p d x p p d x p p d x
x x x

 
     

  
όπνπ,  

βαζκίδα κεηαβνιήο ηεο θάζε ηάζεο 

O

A

B

C

D

E
F

G

x 3

x 2

x 1

'
21

p

'
11

p

21
-p

'
31

p

31
-p

11
-p
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Απνδεηθλύεηαη όηη : 

2

3 11 1 1 2 1

2

1 2 3

2

21

1 1 1 1 12

1

2 1 2 1

3 1 3 1

:

2 ( )

2

2

pu p p

t x x x

ή

u
p e u

t x
p e

p e



    


      





  
   

   



  

      
 






 




Εξίζυζη ηηρ Κίνηζηρ (...ζσνέτεια) 

Διαθοπική εξίζυζη κίνηζηρ ςλικών ζημείυν ελόο ειαζηηθνύ θαη ηζόηξνπνπ 

κέζνπ θαηά ηε δηάδνζε κηαο δηαηάξαμεο θαηά ηε δηεύζπλζε ηνπ άμνλα Ox1  
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Άζκηζη 3.3 
 

Οη ζπληζηώζεο αλεγκέλεο παξακόξθωζεο ειαζηηθνύ θαη ηζόηξνπνπ κέζνπ θαηά ηε 

δηάδνζε ζεηζκηθώλ θπκάηωλ κέζα ζ’ απηό είλαη: e11=8*10-11, e22= e33 =5*10-11, e12= 

3*10-11, e12=3*10-11, e13=e23=10-11. α) Να γξαθεί ν ηαλπζηήο αλεγκέλεο 

παξακόξθωζεο ωο κήηξα θαη ωο άζξνηζκα ηαλπζηή θπβηθήο θαη ηαλπζηή δηαηκεηηθήο 

παξακόξθωζεο β) Να ππνινγηζζεί ε αλεγκέλε θπβηθή παξακόξθωζε ζ θαη γ) Να 

αλαιπζεί ν ηαλπζηήο αλεγκέλεο παξακόξθωζεο ζε άζξνηζκα ελόο ηζνηξνπέα θαη 

ελόο εθηξνπέα 

-------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

1 1 1 2 1 3 1 1 1 2 1 3

2 1 2 2 2 3 2 2 2 1 2 3

3 1 3 2 3 3 3 3 3 1 3 2

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 0

0 0 0

0 0 0

8 1 0 3 1 0 1 0 8 1 0 0 0

3 1 0 5 1 0 1 0 0 5 1 0 0

1 0 1 0 5 1 0 0 0 5 1 0

i j

e e e e e e

e e e e e e e

e e e e e e

   

   

   

     

     
   
     
     
     

     

  
      

   
  

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

0 3 1 0 1 0

3 1 0 0 1 0

1 0 1 0 0

 

 

 

 

  
   

  
  

1 1

1 1 2 2 3 3
1 8 1 0e e e
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1 1 1 2 1 3 1 1 1 2 1 3

2 1 2 2 2 3 2 1 2 2 2 3

3 1 3 2 3 3 3 1 3 2 3 3

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1

/ 3 0 0 / 3

0 / 3 0 / 3

0 0 / 3 / 3

8 1 0 3 1 0 1 0

3 1 0 5 1 0 1 0

1 0 1 0 5 1 0

6 1 0 0 0

0 6 1 0

i j

e e e e e e

e e e e e e e

e e e e e e

 

 

 

  

  

  



     

     
    
     
     

     

  

 
    

 
 



 

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

2 1 0 3 1 0 1 0

0 3 1 0 1 0 1 0

0 0 6 1 0 1 0 1 0 1 0

  

   

   

    

   
     

    
   

Άζκηζη 3.3  (...ζςνέσεια) 
 

-------------------------------------------------------------------------------------------------------- 
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Άζκηζη 3.4 
 

Οη ζπληζηώζεο αλεγκέλεο παξακόξθωζεο ειαζηηθνύ θαη ηζόηξνπνπ κέζνπ θαηά ηε 

δηάδνζε ζεηζκηθώλ θπκάηωλ κέζα ζ’ απηό είλαη:  

e11=8*10-11, e22= e33 =5*10-11, e12= 3*10-11, e12=3*10-11, e13=e23=10-11.  

Αλ νη ζηαζεξέο Lame είλαη  λ=8*1011dyn/cm2 και μ=6*1011dyn/cm2 λα ππνινγηζζνύλ νη 

ζπληζηώζεο ηάζεο. 

-------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

41 1 1 1

1 1

2 2 2 2 4

2 2

3 3 3 3 4

3 3

1 1 2 2 3 3

2
2 .4 0 1 0

2
2 .0 4 1 0

2

2 .0 4 1 0

p e
p b a r

p e
p b a r

p e

p b a r
e e e

  

  

  









  
 


  

   
 

 
 

   

5

1 21 2 1 2

5

2 3 2 3 2 3

5

3 1 3 1 3 1

3 .6 0 1 02

2 1 .2 0 1 0

2 1 .2 0 1 0

p b a rp e

p e p b a r

p e p b a r













  


    

 
   

(1 bar = 106 dyn/cm2) 
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Άζκηζη 3.5 
 

Οη ζπληζηώζεο αλεγκέλεο παξακόξθωζεο ειαζηηθνύ θαη ηζόηξνπνπ κέζνπ θαηά ηε 

δηάδνζε ζεηζκηθώλ θπκάηωλ κέζα ζ’ απηό είλαη:  

e11=8*10-11, e22= e33 =5*10-11, e12= 3*10-11, e12=3*10-11, e13=e23=10-11.  

Να ππνινγηζζνύλ ην κέηξν δηαηκεηηθήο ειαζηηθόηεηαο, n, ην κέηξν επηκήθνπο 

ειαζηηθόηεηαο, Ε, ν ζπληειεζηήο ειαζηηθόηεηαο, 1/Ε, ν ιόγνο Poisson, ζ θαη ην κέηξν 

θπβηθήο ειαζηηθόηεηαο, κ. 

-------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

1 2 21 2

1 2

1 .2 1 0 /
p

n d y n c m
e

  

4 4 4

1 1 2 2 3 3
2 .4 0 1 0 2 .0 4 1 0 2 .0 4 1 0p b a r p b a r p b a r

  
     

5 5 5

1 2 2 3 3 1
3 .6 0 1 0 1 .2 0 1 0 1 .2 0 1 0p b a r p b a r p b a r

  
     

Άζθεζε 3.4: 

1 1 2 1 3 2(3 2 ) 1
1 5 .4 3 1 0 / , 6 .4 8 1 0 /E d yn cm cm d yn

E

  

 


      



0 .2 9
2 ( )


 

 
  



1 2 22
1 .2 1 0 /

3
d y n c m       
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Άζκηζη 3.6 
 

Σην βάζνο ηωλ 2000 km κέζα ζηε γε νη ζηαζεξέο Lame έρνπλ ηηκέο  

λ=3.5*1012dyn/cm2 και μ=2.4*1012dyn/cm2 . Να ππνινγηζζνύλ ζην βάζνο απηό: 

Τν κέηξν επηκήθνπο ειαζηηθόηεηαο, Δ, ν ιόγνο Poisson, ζ  θαη ην κέηξν θπβηθήο 

ειαζηηθόηεηαο, κ  

-------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

1 2 2(3 2 )
6 .2 2 1 0 /E d yn cm

  

 


    



0 .3 0
2 ( )


 

 
  



1 2 22
5 .1 1 0 /

3
d y n c m       


